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南京大学数学课程试卷
2023/2024学年第 一 学期 考试形式 闭卷 课程名称 概率论与数理统计(A卷)

考试时间 2024.1.2 系别 学号 姓名

题号 一 30 二 10 三 14 四 13 五 8 六 15 七 10 合计

得分

(1) 0.8413，  (1.28) 0.90  ， (1.5) 0.9332  ， (1.645) 0.95  ， (1.96) 0.975  ,
(2) 0.9772，  (2.33) 0.99  ， 0.025 (25) 2.0595,t 0.05 (25) 1.7081 ，t

0.025 (24) 2.0639,t 0.05 (24) 1.7109 ，t 2
0.05 (25) 37.652  ， 2

0.025 (25) 40.646  ，

2
0.05 (24) 36.415  ， 2

0.025 (24) 39.364,  2
0.1(23) 32 

一、计算题（共 30分，每题 5分）

1. 设每个人的血清中含肝炎病毒的概率为 0.4%，求来自不同地区的 100人的血清混合液中含有

肝炎病毒的概率。

2. 某加油站的油库每周需油量 X (kg) 服从 N(500,502 ) ，为使该加油站无油可售的概率小于

0.01，这个加油站的油库容量起码应多大？

3. 甲乙两人进行兵乒球对抗赛，每局比赛中甲获胜的概率为
2
3
，乙获胜的概率为

1
3
，采取 5局 3

胜制（即 5 局内谁先嬴 3 局就算胜出并停止比赛），求甲最终获胜的概率。
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4. 已知随机变量 X 在区间[2,5]上均匀取值，现对 X 进行三次独立观测，试求至少有两次观察值大于

3的概率。

5. 设随机变量 X  N (0,1) ， Y  U (0,1) ， Z  b(5,0.5) ，且 X 、 Y 、 Z 相互独立，求随机变量W  

=(2X  +3Y )(4Z −1) 的数学期望。

6. 设总体
2( , )X N   ，已知样本容量 24,n  样本方差

2 12.5227,s  求
2{ 9}P   。
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二、（10 分）高射炮向敌机发射三发炮弹，每弹击中与否相互独立，且每发炮弹击中的概率均为

0.3，又知敌机若中一弹，坠毁的概率为 0.2，若中两弹，坠毁的概率为 0.6，若中三弹，敌机必坠

毁。(1)求敌机坠毁的概率； (2)若敌机坠毁，求它被击中两弹的概率。

三、（14分）设随机变量 X 的概率密度为
| |( ) ,xf x ce x    ，其中常数 0c  ， 求：

（1）常数c；（2） X 的分布函数；

（3） X 的数学期望与方差；（4） X 与 | |Y X 的协方差。
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四、（13分）设二维随机变量 ( , )X Y 的分布函数是

2( , ) ( arctan )( arctan ) ( , )
2 3

，
x yF x y A B C x y R    ,

试求：（1） 常数 A、 B 、C ；（2）求 P(0  �X  d2,0  �Y  d3) ；

（3） X 和Y 边缘分布函数； （4） X 和Y 是否相互独立？
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五、 （8 分）假设生产线组装每件成品的时间 X 服从指数分布，统计资料表明该生产线每件成品的组

装时间平均为 10 分钟，各件产品的组装时间相互独立。

（1）求组装一件产品至少需要 5 分钟的概率；（2）求组装 100 件成品需要 15 到 20 小时的概率。

六、（15分）设总体 X 的概率密度为








others

xx
xf

0

03
)( 3

2


 ，

1,..., nX X 为取自总体的样本,

(1) 求 的矩估计量 M̂ ；(2) 判断 M̂ 的无偏性；(3)求 的极大似然估计量。
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七、(10分) 一台机床加工轴的椭圆度 X （单位：mm）服从正态分布
2(0.095,0.02 )N 。机床经

调整后随机取 25根测量其椭圆度，算得 0.088x  。已知总体方差不变，

(1) 问调整后机床加工轴的椭圆度的均值有无显著降低（ =0.05 ）？

(2) 问 n取多少才能使由样本 1 2, , , nX X X 构成的参数  的 95%置信区间的长度小于 0.01？
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南京大学数学课程试卷
2023/2024学年第 一 学期 考试形式 闭卷 课程名称 概率论与数理统计(A卷)

考试时间 2024.1.2 系别 学号 姓名

题号 一 30 二 10 三 14 四 13 五 8 六 15 七 10 合计

得分

(1) 0.8413，  (1.28) 0.90  ， (1.5) 0.9332  ， (1.645) 0.95  ， (1.96) 0.975  ,
(2) 0.9772，  (2.33) 0.99  ， 0.025 (25) 2.0595,t 0.05 (25) 1.7081 ，t

0.025 (24) 2.0639,t 0.05 (24) 1.7109 ，t 2
0.05 (25) 37.652  ， 2

0.025 (25) 40.646  ，

2
0.05 (24) 36.415  ， 2

0.025 (24) 39.364,  2
0.1(23) 32 

一、计算题（共 30分，每题 5分）

1. 设每个人的血清中含肝炎病毒的概率为 0.4%，求来自不同地区的 100人的血清混合液中含有

肝炎病毒的概率。

解：令 A表示这 100人的血清混合液中含有肝炎病毒， iA表示第 i个人的血清中含有肝炎病毒，

1,2, ,i n  ，由题意 1 2 100, , ,A A A 相互独立，于是 1 2 100A A A A   ，从而

1 2 100 1 2 100 1 2 100( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )P A P A A A P A A A P A A A         

100
1 2 1001 ( ) ( ) ( ) 1 (1 0.004)P A P A P A    ………….5分

2. 某加油站的油库每周需油量 ( )X kg 服从
2(500,50 )N ，为使该加油站无油可售的概率小于

0.01，这个加油站的油库容量起码应多大？

解：设这个站油库容量为 ( )h kg 时能满足题目要求，则 ( ) 0.01P X h  ，即

500( ) ( ) 0.99
50

hP X h 
    ，而 (2.33) 0.99  ，故

500 2.33
50

h
 ，所以

616.5h  。 ………….5分

3. 甲乙两人进行兵乒球对抗赛，每局比赛中甲获胜的概率为
2
3
，乙获胜的概率为

1
3
，采取 5局 3

胜制（即 5局内谁先嬴 3局就算胜出并停止比赛），求甲最终获胜的概率。

解：令 A表示比赛完 3局甲才获胜，B表示比赛完 4局甲才获胜，C表示比赛完 5局甲才获胜，

D表示甲最终获胜，于是D A B C   ，且 A、B、C两两互不相容，所以
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( ) ( ) ( ) ( )P D P A P B P C   ，又

32 8( )
3 27

P A    
 

，

2
2
3

2 1 2 8( )
3 3 3 27

P B C      
 

，

2 2
2
4

2 1 2 16( )
3 3 3 81

P C C          
   

，

8 8( ) 16 = 64
27 27 81 81

P D    。 ………….5分

4. 已知随机变量 X 在区间[2,5]上均匀取值，现对 X 进行三次独立观测，试求至少有两次观察值大于

3的概率。

解： X 的概率密度为

1 2 5
( ) 3

0 其他

x
f x

   


，令Y 表示 3次观察中观察值大于 3的次数，则

(3, )Y b p ，
5 3 2( 3)
5 2 3

p P X 
   


，从而所求概率为

2 3
2 3
3 3

2 1 2 20( 3) ( 2) ( 3)
3 3 3 27

P Y P Y P Y C C                 
     

………….5分

5. 设随机变量 (0,1)X N ， (0,1)Y U ， (5,0.5)Z b ，且 X 、Y 、 Z 相互独立，求随机变量

(2 3 )(4 1)W X Y Z   的数学期望。

解： ( ) 0E X  ， ( ) 0.5E Y  ， ( ) 5 0.5 2.5E Z    ，因为 2 3X Y 与 4 1Z  相互独立，于是

( ) [(2 3 )(4 1)] [2 3 ] [4 1]E W E X Y Z E X Y E Z     
27[2 ( ) 3 ( )][4 ( ) 1]
2

E X E Y E Z   

………….5分

6. 设总体
2( , )X N   ，已知样本容量 24,n  样本方差

2 12.5227,s  求
2{ 9}P   。

证明：由抽样分布定理
2

2
2

( 1) ( 1)n S n



 ， 24,n  有
2

2 2
2

23 (23)S 


 

故
2 2 2

2 2
2

23 23 23{ 9} { } { }
9 9

S S SP P P 


    

2 2 223 12.5227{ }= { 32} 1 { 32}
9

P P P  
     

查表得
2
0.1(23) 32 
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故
2 2 2

0.1{ 9} 1 { (23)} 1 0.1 0.9P P         ………….5分

二、（10分）高射炮向敌机发射三发炮弹，每弹击中与否相互独立，且每发炮弹击中的概率均为

0.3，又知敌机若中一弹，坠毁的概率为 0.2，若中两弹，坠毁的概率为 0.6，若中三弹，敌机必坠

毁。(1)求敌机坠毁的概率； (2)若敌机坠毁，求它被击中两弹的概率。

解：设 B表示敌机坠毁， iA表示敌机中 i发炮弹， iC 表示第 i发炮弹击中敌机，则

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P CC C CC C CC C P CC C P CC C P CC C    

0.3 0.7 0.7 0.7 0.3 0.7+0.7 0.7 0.3=0.441        ………….1分

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P CC C CC C CC C P CC C P CC C P CC C    

0.3 0.3 0.7 0.7 0.3 0.3+0.3 0.7 0.3=0.189        ………….1分

3 1 2 3( ) ( )P A P CC C  0.3 0.3 0.3 0.027    ………….1分

(1)敌机坠毁的概率为

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P B P A P B A P A P B A P A P B A  

0.441 0.2 0.189 0.6 0.027 1 0.2286       ………….4分
(2) 所求概率为

2 2
2

( ) ( | ) 0.189 0.6( | ) 0.496
( ) 0.2286

P A P B AP A B
P B


   ………….3分

三、（14分）设随机变量 X 的概率密度为
| |( ) ,xf x ce x    ，其中常数 0c  ， 求：

（1）常数c；（2） X 的分布函数；

（3） X 的数学期望与方差；（4） X 与 | |Y X 的协方差。

解：（1）由归一性
| |

0
( ) 2 2 1x xf x dx ce dx ce dx c

   

 
      ，故

1
2

c  。

………….3分

（2）

1 0
2( )
1 0
2

x

x

e x
f x

e x

  
 


，所以 ( ) ( )
x

F x f t dt


 

当 0x  时，
1 1( )
2 2

x t xF x e dt e


  ， ………….2分
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当 0x  时，  0| |

0

1 1 1( ) 1
2 2 2

x xt t t xF x e dt e dt e dt e  

 
       ， ………….2分

故

11 0
2( ) ( )

1 0
2

x

x

x

e x
F x f t dt

e x





    
 




（3）   | |1 0,
2

xE X xe dx






  ………….2分

 2 2 | | 2

0

1 2,
2

x xE X x e dx x e dx
 

 



   

所以
2 2( ) ( ) [ ( )] 2D X E X E X   ………….2分

（4）     | |1( , ) ( ) ( | |) | | 0
2

xCov X Y E XY E X E Y E X X x x e dx






    

………….3分

四、（13分）设二维随机变量 ( , )X Y 的分布函数是

2( , ) ( arctan )( arctan ) ( , )
2 3

，
x yF x y A B C x y R    ,

试求：（1） 常数 A、B、C；（2）求 (0 2,0 3)P X Y    ；

（3） X 和Y 边缘分布函数； （4） X 和Y 是否相互独立？

解： (1) 由分布函数性质：

( , ) ( )( ) 1
2 2

F A B C 
     

( , ) ( )( ) 0
2 2
xF x A B arctan C 

    

( , ) ( )( ) 0
2 2

yF y A B C arctan
    

解得 2
1


A ,
2


 CB ; ………….4分

（2）
1(0 2,0 3) (0,0) (2,3) (0,3) (2,0)
16

P X Y F F F F         ………….3分

(3)
1( ) ( , ) ( arctan )

2 2X
xF x F x 


    , Rx , ………….2分
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1( ) ( , ) ( arctan )
2 3Y

yF y F y 


    , Ry . ………….2分

(4)  , ( ) ( )X YF x y F x F y ,所以 X 和Y 相互独立 ………….2分

五、 （8分）假设生产线组装每件成品的时间 X 服从指数分布，统计资料表明该生产线每件成品的组

装时间平均为 10分钟，各件产品的组装时间相互独立。

（1）求组装一件产品至少需要 5分钟的概率；（2）求组装 100件成品需要 15到 20小时的概率。

解：（1） ( ) 10E X  ，则 X 服从参数为 0.1的指数分布，故 X 的概率密度为

0.10.1 0
( )

0 0

xe x
f x

x

 
 


，

则组装一件产品至少需要 5分钟的概率
0.1 0.5

5

( 5) 0.1 xP X e dx e


    ………….3分

（2）设组装第 i件成品需要时间 iX 分，则 ( ) 10iE X  ，因为 iX 服从指数分布，所以
2( ) 10iD X  ，

100

1

20 60 100 10 15 60 100 10{15 60 20 60}= ( ) ( )
100 10 100 10i

i

P X
=

-
F -Få

= (2) ( 1)= (2)+ (1) 1 0.9772+0.8413 1 0.8185F -F - F F - = - = ………….5分

六、（15分）设总体 X 的概率密度为








others

xx
xf

0

03
)( 3

2


 ，

1,..., nX X 为取自总体的样本,

(1) 求 的矩估计量 M̂ ；(2) 判断 M̂ 的无偏性；(3)求 的极大似然估计量。

解：（1）
2

3
0

3 3( )
4

xE X x dx





  ，令 ( )E X X ，得：
4ˆ
3M X  . ………….3分

(2)      4 4 4ˆ
3 3 3ME E X E X E X      

 

故 ˆ
M 是 的无偏估计量。 ………….3分
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（3）似然函数  
2

2
1 3 3

1 1

3 3; ,... 0
nn n

i
n i in

i i

xL x x x x 
  

     ………….2分

取对数   2
1

1
ln ; ,... ln 3 3 ln ln 0

n

n i i
i

L x x n n x x  


    

列似然方程，令
 1ln ; ,... 3 0nd L x x n
d

 

   无解。 ………….3分

由于当0 , 1,...,ix i n   时，   2
1 3

1

3; ,...
n n

n in
i

L x x x
 

  关于 单减。

而 0 , 1,...,ix i n   相 当 于  1max ,... nx x  ， 故 当  1max ,... nx x  时

  2
1 3

1

3; ,...
n n

n in
i

L x x x
 

  达到最大， 的极大似然估计量为

 1
ˆ max ,... nX X  ………….4分

七、(10分) 一台机床加工轴的椭圆度 X （单位：mm）服从正态分布
2(0.095,0.02 )N 。机床经

调整后随机取 25根测量其椭圆度，算得 0.088x  。已知总体方差不变，

(1) 问调整后机床加工轴的椭圆度的均值有无显著降低（ =0.05 ）？

(2) 问 n取多少才能使由样本 1 2, , , nX X X 构成的参数  的 95%置信区间的长度小于 0.01？

解： (1) 给出原假设和备择假设： 0 0: =0.095H   ， 1 0: =0.095H   ……………2分

当 0H 真时，检验统计量为 0 (0,1)



 XU N
n

，检验的拒绝域为U U  ，故

0
0.05

0.088 0.095 1.75 1.645
0.02 / 25

xu U
n



 

        ……………2分

落在拒绝域中，故拒绝 0H ，即认为调整后机床加工轴的椭圆度的均值有显著降低。……………1分

(2) 2 已知，  的置信度1  为置信区间为
2 2

, 
  

  
 
X U X U

n n
，……………1分

故  的 95%置信区间的长度为 0.025
2

2 2 0.02 0.04 1.96U U
n n n
 

   ， ……………2分
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令
0.04 1.96 0.01 61.5n
n
    ，故 62=n ……………2分
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 ᇊ⨶˄ ࠷∄䴚ཛབྷᮠᇊ⨶˅˖䇮䲿ᵪਈ䟿ᒿࡇ 
{Xn} єєн⴨ޣˈфᆈ൘ᑨᮠC,֯ᗇ
D(Xk)<C(k=1,2, …), ˖ᴽӾབྷᮠᇊᖻˈণ {Xn}ࡉ

0)(1
1

�o�−¦
=

P
n

i
ii EXX

n
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1

1 n
P

k
k
X

n
P

=
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 定理：（切比雪夫不等式）  
 设随机变量X的期望，方差存在, 则 0,H� !

2(| | ) DXP X EX H
H

− t d



 ֻ˖䇮䲿ᵪਈ䟿X઼YⲴᮠᆖᵏᵋ࡛࠶Ѫ-2઼2ˈᯩ
ᐞѪ1઼4ǄE[(X+2)(Y-2)]=-1ˈࡉṩᦞ࠷∄䴚ཛн
ㅹᔿ≲ᾲ⦷P(|X+Y|���Ⲵањк⭼Ǆ

 䀓˖
� �

2

6 = (| | 6)

( ) 2 ( , ) 1 4 2 1/12
6 36 36

P X Y P X Y EX EY

D X Y DX DY Cov X Y

+ t + − − t

+ + + + −
d = = =

&RY�;�<� (>�;����<-��@ -1



 ᇊ⨶˄⤜・਼࠶ᐳⲴѝᗳᶱ䲀ᇊ⨶˅䇮{Xn}ᱟа⤜・
фާᴹ⴨਼Ⲵᮠᆖᵏᵋ઼ᯩˈࡇᐳ䲿ᵪਈ䟿ᒿ࠶਼
ᐞ,E(Xk)= μˈD(Xk)=σ2(k=1,2, …), ᴽӾѝᗳ{Xn}ࡉ
ᶱ䲀ᇊ⨶,ণ

1 0 1� � �

n

k
dk

n

X n
Y N

n

P

V
=

−
= ��o

¦
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˅㤕ᴹ1200њᮠ⴨࣐ˈަࡉ䈟ᐞᙫ઼Ⲵ㔍ሩ٬䎵䗷15Ⲵᾲ⦷ᱟཊቁ
˛˄2˅ᴰཊਟᴹཊቁњᮠ⴨࣐ˈ֯ᗇ䈟ᐞᙫ઼Ⲵ㔍ሩ٬ሿҾ10Ⲵ
ᾲ⦷䗮90ࡠ%ԕк˛

 䀓˖
1200

1200
1

2
1

1200 0
15(| | 15) (| | )
1001200 [0.5 ( 0.5)] /12

2[1 (1.5)] 2[1 0.9332] 0.1336

i
i

i
i

X
P X P =

=

− u
t = t

u − −

| − ) = − =

¦
¦

࡙⭘ѝᗳᶱ䲀ᇊ⨶䘁լ䇑㇇˄㘳䈅䟽⛩˅

ḷ߶ॆ

1
2

1

2

10 10(| | 10) (| | ) 2[1 ( )] 0.9
/12 /12[0.5 ( 0.5)] /12

10 10 1200( ) 0.05 1.645 443.5 444
1.645/12 /12

n

in
i

i
i

X
P X P

n nn

n n
n n

=

=

t = t | − ) =
u − −

) = � = � = | � =

¦
¦
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 ᇊ⨶: 䇮ᙫփX ~ N(­, ³2 )ˈX1ˈX2ˈ…ˈ
XnѪਆ㠚XⲴањṧᵜˈ       ࡛࠶Ѫṧᵜ൷٬઼
ṧᵜᯩᐞˈࡉ

 (1)

 (2)

 (3)

2

X N
n

VPa � � �
2 2 21 1n S nV F− −� � � a � �
2X Sо ⴨ӂ⤜・

2,SX



 ֻ˖䇮 X1ˈX2ˈ…ˈX2n Ѫਆ㠚 N(0, 1 )Ⲵṧᵜˈ

 䀓˖

2
2

1 1

1 1, ( 2 )
2 2

n n

i i n i
i i

X X Y X X X
n +

= =

= = + −¦ ¦≲ Ⲵ࠶ᐳǄ

1

(0, 2), 1, 2..., ;
12 ( )

i n i
n

i n i
i

X X N i n

X X X
n

+

+
=

+ =

= +¦



2 2

1

1 ( 2 ) ( 1)
2

n

i n i
i

Y X X X nF+
=

= + − −¦ 



 ֻ˖䇮 X1ˈX2ˈ…ˈX9 Ѫਆ㠚 N(0, 2 )Ⲵṧᵜˈ
≲ᑨᮠa,b,c,֯ᗇ

ᴽӾ   ࠶ᐳǄᒦ≲ަ㠚⭡ᓖǄ
2F

2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9( 2 ) ( 4 ) ( )Z a X X X b X X X c X X X= + + + + + + + +



 䀓˖
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3

2 4 5 6 3 7 8 9

2 2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 (0,12), 4 (0,36), (0,6)
1 ( 2 ) (0,1);
12
1 1( 4 ) (0,1); ( ) (0,1);
36 6

1 1 1( 2 ) ( 4 ) ( ) (3)
12 36 6
1 1 1; ;
12 36 6

X X X N X X X N X X X N

Z X X X N

Z X X X N Z X X X N

Z X X X X X X X X X

a b c

F

+ + + + + +

= + +

= + + = + +

= + + + + + + + +

? = = =

  



 


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